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Аннотація. Розглянуто задачу знаходження асимптотики ймовірності банкрутства 

у випадку великих виплат розподілених за субекспоненційними законами, зокрема у випадку 
логнормального розподілу. Також знайдено асимптотичне співвідношення для оптимальної 
страхової ставки при виконанні ряду припущень у страховій моделі. 
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Постановка задачі 
Зауважимо, що логнормальний розподіл відноситься до так званих 

розподілів з «важкими хвостами». Зауважимо також, що ці розподіли 
відповідають великим виплатам, що становлять особливий інтерес при 
визначенні ймовірності банкрутства.  

Отримати оцінку ймовірності банкрутства  у випадку вимог про 

виплати розподілених за логнормальним законом. Визначити у цьому випадку 
оптимальну страхову премію, яка забезпечує умову небанкрутства. 

Основна частина 
Застосовуватимемо наступні терміни та позначення: якщо – функція 

розподілу, то через  позначаємо «хвіст» розподілу , а через Fn* 

– n-кратну згортку F. 
Отже, якщо – функція розподілу розміру виплат, то  – «хвіст» цього 

розподілу, а  
  

називають проінтегрованим «хвостом» розподілу. [1,ст.186] 
Величину  називають відносною страховою надбавкою, а для 

базової умови  вживають термін «умова чистого прибутку».  

Умова Крамера-Лундберга(див. зокрема [1] ст. 184-186, [2] ст. 223-224) 
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передбачає існування константи , яку називають налагоджувальним 

(регулюючим, коректуючим) коефіцієнтом або коефіцієнтом Лундберга, такої, 
що 

   (1) 

Розподіли, що не задовольняють умову (1), будемо називати розподілами з 
«важкими хвостами» [1,ст.188]. До таких розподілів, як згадувалось вище, 
належать так звані субекспоненційні розподіли. 

Для подальшої практичної реалізації підрахунку імовірності банкрутства 
використовуємо наступну теорему (див. зокрема [1, ст. 197]).  

Теорема. Розглянемо модель Крамера-Лундберга (див. зокрема [1] ст. 184-
186, [2] ст. 223-224) за умов  та  Тоді 

      (2) 

Згідно з даною теоремою, у випадку виплат, які мають розподіли із 
субекспоненційними проінтегрованими «хвостами», імовірність банкрутства 
допускає просту апроксимацію, що задається формулою (2).  

Зауважимо, що умова теореми сформульована в термінах проінтегрованих 
«хвостів», а не самої функції розподілу . 

Підрахунок імовірності банкрутства у випадку великих виплат 
Нехай виплати розподілені за Логнормальним розподілом. Тоді 

справедливе наступне твердження [1].  
Твердження. Нехай виплати мають логнормальний розподіл з 

параметрами  та функцією розподілу: 

 
тоді асимптотика ймовірності банкрутства  задається 

співвідношенням: 

 
Доведення. У цьому випадку  

 

 

 
Тоді ймовірність банкрутства 
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Формула для оптимальної страхової ставки в умовах факторизаційної 

моделі та за умов виплат, що мають Логномальний розподіл. 
За умови виплат розподілених за логнормальним розподілом та при 

виконанні умов факторизаційної моделі [4] знайдемо асимптотичну поведінку 
оптимальної страхової ставки. 

Будемо вважати, що кількість договорів страхування N, які знаходяться в 
страховому портфелі, є випадковою величиною. Кожному договору 
страхування з номером j ставиться у відповідність величина jS  яку називаємо 
страховою сумою. Нехай jY  - величина позову за j -м договором. Очевидно, що 

jj SY ≤ . Введемо 
j

j
j S

Y
X = . Випадкову величину jX  назвемо вiдносним позовом 

(позовом, що розрахований на одиницю страхової суми). 
Будемо також вважати, що випадковi величини jX  та jS  - незалежнi. 

Зауважимо, що в цьому полягає суть F-моделi [4,с.248]. Зрозумiло, що величина 
позову може бути представлена у виглядi 

jjj SXY =       (5) 
Позови, якi задовольняють умову (5) назвемо факторизованими [3]. 
Припустимо, також, що для кожного договору страхування страхова 

премія jZ визначається 
jj zSZ =  

де z - деяка стала для всiх договорiв страхування(страхова ставка). 
Зауважимо, що в розглянутiй моделi премiї є випадковими величинами, що 
залежать вiд jS , що i вiдрiзняє її вiд класичних постановок задачi. 

Будемо вважати, що всi позови факторизованi, випадковi вектори ),( jj XS  i 
випадкова величина N незалежнi в сукупностi. Сума премiй зiбраних по 
страховому потрфелю рівна 

∑
=

=
N

j
jZZ

1
 

сума позовів рівна 

∑=
=

N

j
jYY

1
 

Якщо початковий капітал рівний 0u , то кінцевий страховий фонд рівний 
YZuU −+= 0      (6) 

Перша задача пов’язана з моделлю (6) є задача вивчення асимптотики 
розподілу випадкової величини U при вiдомiй величинi страхової ставки z.  

Друга задача – визначення такого мiнiмального значення z, при якому 
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результати страхової дiяльностi по даному портфелю є прийнятними для 
страховика.  

Для визначення страхової ставки z  введемо наступні умови :  
jEXz ≥       (7) 

(умова "середньої беззбитковостi") 
QUP ≥≥ )0(      (8) 

де Q - деяке наперед задане число )10( << Q , (умова "кінцевого 
небанкрутства"). 

Якщо ставка страхової премії z забезпечує виконання умов (7) i (8) будемо 
називати її "достатньою". Через 0z  позначимо точну нижню грань величини z, 
таку величину будемо називати оптимальною страховою ставкою. 

Для спрощення записів будемо вважати, що випадкова величина S 
розподілена так само, як і випадкова величина , випадкова величина  – так 

само, як і випадкова величина . Нехай випадкова величина S має не менше 

двох скінченних моментів. 
Коефіцієнт варіації випадкової величини S позначимо символом V,  

.1
)()( 2

2

2
2 −==

ES
ES

ES
DSV  

Покладемо )( jjjj KIzSH −= , причому випадкові величини  незалежні і 

однаково розподілені. Тоді згідно з [4]  

∑+=
=

N

j
jHuU

1
0  

 та для будь-якого 0u   

)()( 0
1

uxHPxUP
N

j
j −<∑=<

=
 

Символом )(xΦ  будемо позначати стандартну нормальну функцію 
розподілу, а символом )(xΨ  – функцію, обернену до функції )(xΦ . Для 
спрощення будемо вважати, що 00 =u , N – стала величина, jY  – задовольняють 
(1). 

Тоді ∑=
=

N

j
jHU

1
. Будемо припускати також, що N достатньо велика, щоб 

розподіл U апросктимувати нормальним законом.  
Припустимо далі, що позови за договорами страхування є великими. Такі 

розміри виплат більш адекватно описуються випадковими величинами, які 
мають розподіли з «великими хвостами», до числа яких належить зокрема 
Логнормальний розподіл з параметрами .  

Тоді якщо  має логнормальний розподіл, то 
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Тоді при цих припущеннях для  - оптимальної страхової ставки 

справедливе наступне співвідношення : 

 
Зауважимо також, що при V=0 даний результат практично зводиться до 

класичного [4,ст.238]. 
Отже, отримана формула дає асимптотику оптимальної страхової ставки у 

випадку F-моделі для відносних позовів розподілених за логнормальними 
розподілами. Зауважмо, що для розподілів Парето та Вейбула подібний 
результат отримано в [5] та [6]. 
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Abstract. Considered the problem of the asymptotic probability of bankruptcy for large 

payments distributed by subexponential laws, especially in case of lognormal distribution. Also, it is 
found an asimptotic ratio for optimal insurance rate by implementing a row of assumptions in 
insurance model 
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