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Анотація. У більшості сучасних систем комп’ютерної графіки використовується рас-

тровий принцип формування зображення. При формуванні растрових зображень виникають 
спотворення, які обумовлені недостатньою роздільною здатністю растра. На зображеннях 
з’являються артефакти, одним із проявів яких є яскраво виражені сходинки або зубці на 
краях об’єктів. Даний ефект отримав назву ступінчастого ефекту чи ефекту аліайзингу. 
Ефект аліайзингу суттєво впливає на реалістичність сформованого зображення, що 
обумовлює необхідність розробки спеціальних методів і засобів його усунення. 

Суть методу полягає в тому, що піксел розбивається на субпіксели, в центрах 
кожного з яких розраховується оцінювальна функція. Всі функції розраховуються одночасно 
та незалежно одна від одної. Знак оцінювальної функції визначає положення субпіксела 
відносно відрізка прямої. При додатному значенні субпіксел розміщено вище вектора, а при 
від’ємному – нижче. По однакових знаках оцінювальних функцій легко визначити ділянки 
піксела, які приміщені по різні сторони від відрізка прямої. Для визначення площі покриття 
піксела підраховують сумарну кількість субпікселів одного знаку. 

Запропонований метод дозволяє суттєво збільшити продуктивність антиаліайзингу 
за рахунок розпаралелення обчислювального процесу. 

Ключові слова: графічні зображення, антиаліайзинг, гексагональний піксел, відрізок 
прямої, розпаралелення, згладжування. 
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Вступ 
У більшості сучасних систем комп’ютерної графіки використовується рас-

тровий принцип формування зображення. При формуванні растрових зобра-
жень виникають спотворення, які обумовлені недостатньою роздільною здатні-
стю растра. На зображеннях з’являються артефакти, одним із проявів яких є яс-
краво виражені сходинки або зубці на краях об’єктів. Даний ефект отримав на-
зву ступінчастого ефекту чи ефекту аліайзингу [1]. Ефект аліайзингу суттєво 
впливає на реалістичність сформованого зображення, що обумовлює 
необхідність розробки спеціальних методів і засобів його усунення. 

Сьогодні в багатьох галузях обчислювальної техніки використовують 
гексагональний растр [2-10], який дає можливість підвищити розподільну 
здатність екранів, розшири напрямки руху між точками, згладити крокові 
траєкторії при формуванні графічних примітивів. Однак і використання 
гексагональних технологій ефект аліайзингу усунути не вдалося. Проведені 
дослідження показали [1], що при використанні 17” монітора і розміщенні 
спостерігача на відстані 65 см від екрана для усунення ефекту аліайзингу 
потрібен монітор із роздільною здатністю як мінімум 4000х4000 пікселів, а для 
людей із рівнем зору вище середнього - взагалі 8000х8000 пікселів. Сучасний 
рівень технологій поки що не в змозі забезпечити таку роздільну здатність, 
тому для забезпечення реалістичності синтезованих зображень використовують 
спеціальні методи та засоби усунення ступінчастого ефекту. 

Мета статті - розробка методу антиаліайзингу для відрізків прямих, які 
формуюють на гексагональному растрі 

Аналіз літератури 
На відміну від звичайних методів растеризації, у яких інтенсивність 

кольору розраховується тільки в центрі піксела, у методах антиаліайзингу колір 
обчислюється з урахуванням зони, яка оточує піксел. У методах додаткової 
вибірки зображення сцени формується з роздільною здатністю більшою, ніж у 
пристрою відображення, а перед видачею на екран зменшується шляхом 
усереднення. Такі методи мають просту апаратну реалізацію, однак обсяг 
обчислень, необхідних для растеризації сцени, росте у квадратичній залежності, 
що призводить до суттєвого зменшення швидкодії формування зображень. У 
аналітичних методах антиаліайзингу піксел розглядається не як умовна точка, а 
як скінченна область. Найбільш поширеними серед аналітичних методів є 
методи крайового антиаліайзингу, які забезпечують усунення ступінчастого 
ефекту вздовж контурів об’єктів. Такі методи характеризуються меншою 
обчислювальною складністю порівняно з методами додаткової вибірки, однак 
потребують урахування специфіки графічних об’єктів і мають більш складну 
програмно-апаратну реалізацію. Оскільки використання існуючих методів 
антиаліайзингу призводить до значного ускладнення обчислювального процесу 
формування зображень у системах комп’ютерної графіки, тому актуальною є 
розробка високопродуктивних методів, алгоритмів та структур для процедур 
антиаліайзингу у спеціалізованих  графічних    процесорах.  

Для основних графічних примітивів [11], таких як відрізок прямої, 
багатокутник, коло, еліпс існують досить прості аналітичні вирази, що 
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описують їхні геометричні властивості. Використання певних математичних 
моделей піксела дозволяє отримати відносно прості з обчислювальної точки 
зору методи антиаліайзингу. Такі методи отримали назву крайового 
антиаліайзингу, оскільки, як правило, розглядають лише пікселі розташовані на 
краях об’єктів [1]. Для кожного виду графічних примітивів використовуються 
різні підходи, що порівняно з методами надлишкової вибірки є певним 
недоліком. Проте аналітичні методи характеризуються значно меншою 
обчислювальною складністю та забезпечують кращу якість згладжування, 
оскільки враховують особливості та обмеження пристроїв відображення.  

У багатьох випадках для усунення крайового антиаліайзингу 
використовують метод оцінювальної функції. Згідно з методом формується 
спеціальна функція (рис. 1), знак якої вище прямої додатній, а нижче прямої - 
від’ємний. При нульовому значенні оцінювальної функції поточна точка 
траєкторії належить відрізку прямої. Обчислювальний процес при формуванні 
крокової траєкторії направлений на зміну знаку оцінювальної функції на 
протилежний. 

 
Рисунок 1 – Формування оцінювальної функції 

 
Формула для розрахунку оцінювальної функції має такий вигляд [11]                 

   1 .i i iOF y x y x+ = ⋅ ∆ − ∆ ⋅                                                    (1) 
Метод оцінювальної функції характеризується простотою 

обчислювального процесу та високою точністю формування крокової 
траєкторії, а тому використовується в переважній кількості випадків.  

Розробка методу антиаліайзингу 
Згідно з методами крайового антиаліайзингу для згладжування границь 

графічних примітивів інтенсивність I  кольору піксела встановлюють 
пропорційно до площі S покриття піксела об’єктом (рис. 2).  

 
Рисунок 2 – Залежність інтенсивності кольору від площі покриття піксела 
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Визначення площі S  покриття піксела вимагає значних обчислювальних 
витрат [1], що впливає на швидкодію формування зображення. Тому  
актуальними є питання розробки підходів до її зменшення. 

Пропонується новий метод визначення площі покриття півсела. 
Суть методу полягає в тому, що піксел розбивається на субпіксели, в 

центрах кожного з яких розраховується оцінювальна функція. Всі функції 
розраховуються одночасно та незалежно одна від одної. Знак оцінювальної 
функції визначає положення субпіксела відносно відрізка прямої. При 
додатному значенні субпіксел розміщено вище вектора, а при від’ємному – 
нижче. По однакових знаках оцінювальних функцій легко визначити ділянки 
піксела, які приміщені по різні сторони від відрізка прямої. Для визначення 
площі покриття піксела підраховують сумарну кількість субпікселів одного знаку. 

На рис. 3 зображено два варіанта розміщення субпікселів у межах 
гексагону. Варіант б) є доцільнішим, оскільки в ньому субпіксели краще 
заміщують площу піксела, а розміщення субпікселів відповідає концепції [2-4] 
побудови гексагонального растру. У варіанті б) в якості базових комірок 
використовуються гексагональні субпіксели та їх половинки. Як видно з 
рисунку, піксел включає 31 субпіксел, з них  19 повністю розміщені в межі 
піксела.  

 
Рисунок 3 - Варіанти розміщення субпікселів у межах гексагону 

 

 
Рисунок 4 – Приклад визначення площі покриття піксела 
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На рис. 4 наведено приклад перетину відрізком прямої піксела. Для даного 
випадку оцінювальні функції 8 5 6 19 16 17 18 28 29, , , , , , , , ,OF OF OF OF OF OF OF OF OF  

30 31, 20,OF OF OF  мають від’ємний знак. На рисунку субпіксели, в яких 
оцінювальна функція від’ємна, заштриховані. Повний субпіксел  має вагу 1, 
тому їх сумарна вага дорівнює 7.  Неповний (наприклад, 29) субпіксел має вагу  
1/2. Їх у заштрихованій ділянці - 5, тому  їх сумарна вага дорівнює 2,5. Сумарна 
вага повних і неповних субпікселів дорівнює 9, 5.  

Якщо піксел підлягає зафарбовуванню інтенсивністю кольору I , то для 

антиаліайзингу необхідно використати інтенсивність кольору 9,5
25

I ⋅ . 

Розглянемо, для зразка, визначення значення оцінювальної функції для 
деяких субпікселів. На рис. 5 наведено приклад формування горизонтального та 
діагонального крокових приростів, а також основні  метрологічні розміри.  

 
Рисунок 5 – Приклад формування крокових переміщень 

 
Номери субпікселів відповідають індексам оцінювальних функцій. 
Для досягнення піксела 8 необхідно виконати два горизонтальних 

крокових переміщення. Метрологічно це відповідає відстані 2. Тому  
8 ( 2) 2 2 .i i i i iOF y x y x y x x y y OF y= ∆ −∆ + = ∆ − ∆ − ∆ = − ∆  

Для досягнення піксела 9 необхідно виконати горизонтальне та послідуюче 
за ним діагональне крокові переміщення, тому 

9
3 1 3 1 3 3( ) ( 1 ) .

2 2 2 2 2 2i i i i iOF y x y x y x x y x y OF x y= + ∆ −∆ + + = ∆ − ∆ + ∆ − ∆ = + ∆ − ∆
 

У табл. 1 наведено формули для визначення значень  оцінювальних 
функцій для повних субпікселів, а у табл.2 – для неповних субпікселів 

У наведених таблицях часто використовується множник 3 . Множення на 
зазначений множник можна  замінити на суму, що спростить обчислення. 

Для спрощення обчислень, останнє значення задамо сумою степенів двійки 
1 13 1 .2 4≈ + +  

В цьому випадку відносна похибка подання складає  всього  1,03 %. 
Визначимо максимальну похибку у визначені площі покриття. Розглянемо 

найдовший шлях, який включає 5 повних субпікселів (рис. 6). У випадку, коли 
відрізок прямої проходить в безпосередній відстані від центрів субпікселів, то 
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при визначені площі покриття досягається похибка для кожного субпіксела, яка 
дорівнює половині його площі. Тому максимальна похибка при визначенні 
площі не буде перевершувати  5х0,5=2, 5 площ повного субпіксела.  

 
Таблиця 1 – Значення  оцінювальних функцій для повних субпікселів 

№ 
субпіксела 

Значення  оцінювальних функцій 

2 
 2

3 1 3 1( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= + ∆ −∆ + = + ∆ −∆

 
7 

7 ( 1) .i i i i iOF y x y x y x x y y OF y= ∆ −∆ + = ∆ − ∆ −∆ = −∆  
8 

8 ( 2) 2 2 .i i i i iOF y x y x y x x y y OF y= ∆ −∆ + = ∆ − ∆ − ∆ = − ∆  
4 

4 ( 1) .i i i i iOF y x y x y x x y y OF y= ∆ −∆ − = ∆ − ∆ + ∆ = + ∆  
14 

14 ( 2) 2 .i i i i iOF y x y x y x x y y OF y= ∆ −∆ − = ∆ − ∆ + ∆ = + ∆  
3 

3
3 1 3 1 3 1( ) ( ) .

2 2 2 2 2 2i i i i iOF y x y x y x x y x y OF x y= + ∆ −∆ − = ∆ − ∆ + ∆ + ∆ = + ∆ + ∆  

9 
9

3 1 3 3( ) ( 1 ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= + ∆ −∆ + + = + ∆ − ∆  

13 

13
3 1 3 3( ) ( 1 ) .

2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= + ∆ −∆ − − = + ∆ + ∆  

11 

11
3( 2 ) ( 0) 3 .

2i i iOF y x y x OF x= + ∆ −∆ − = + ∆  

12 

12
3( 2 ) ( 1) 3 .

2i i iOF y x y x OF y= + ∆ −∆ − = + ∆ + ∆  

10 

10
3( 2 ) ( 1) 3 .

2i i iOF y x y x OF x y= + ∆ −∆ + = + ∆ −∆  

5 
5

3 1 3 1( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF y= − ∆ −∆ − = − + ∆  

6 
6

3 1 3 1( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF y= − ∆ −∆ + = − −∆  

15 
15

3 1 3 3( ) ( 1 ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF y= − ∆ −∆ − = − + ∆  

19 
19

3 1 3 3( ) ( 1 ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF y= − ∆ −∆ + = − −∆  

16 
19

3 3 1 3 3 3( ) ( 1 ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF y= − ∆ −∆ − = − + ∆  

 
Якщо відрізок прямої перетинає майже половину піксела (рис. 7), то 

похибка визначення інтенсивності кольору буде дорівнювати половині рівня 
інтенсивності кольору.  Для розглянутого випадку, в 31 рівень, є прийнятним. 
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Таблиця 2 - Значення  оцінювальних функцій для неповних субпікселів 

 

 
Рисунок 6 – Найдовший шлях у гексагональному пікселі 

 

№ 
субпіксела 

Значення  оцінювальних функцій 

18 
18

2 3( ) ( 1) 3 .
2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ + = − ∆ −∆  

17 
17

2 3( ) 3 .
2i i iOF y x yx OF x= − ∆ −∆ = − ∆  

23 
23

4 3 1 1( ) ( ) 2 3 .
2 2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ + = − ∆ − ∆  

24 
24

4 3 1 1( ) ( ) 2 3 .
2 2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ − = − ∆ + ∆  

25 
24

3 3( ) ( 2) 2 3 2 .
2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ − = − ∆ + ∆  

26 
26

33 3 3( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ − = − ∆ + ∆  

27 
27

33 3 3( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ − = − ∆ + ∆  

28 
28

2 3( ) ( 2) 3 2 .
2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ − = − ∆ + ∆  

29 
29

3 3 1 3 3 1( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ − = − ∆ − ∆  

30 
29

3 3 1 3 3 1( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ + = − ∆ + ∆  

31 
31

2 3 3 3( ) ( ) 3 .
2 2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ + = − ∆ − ∆  

20 
20

3 3( ) ( 2) 2 .
2 2i i iOF y x y x OF x y= − ∆ −∆ + = − ∆ − ∆  

21 
21

3 5 3 5( ) ( ) .
2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= + ∆ −∆ + = + ∆ − ∆  

22 
22

2 3( ) ( 2) 3 2 .
2i i iOF y x y x OF x y= + ∆ −∆ + = + ∆ − ∆  
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Рисунок 7 – Перетин субпіксела 

 
Висновки 
Запропоновано метод антиаліайзингу крокової траєкторії відрізка прямої 

на гексагональному растрі. Суть методу полягає в тому, що піксел розбивається 
на субпіксели, в центрах кожного з яких розраховується оцінювальна функція. 
По однакових знаках оцінювальних функцій легко визначити ділянки піксела, 
які приміщені по різні сторони від відрізка прямої. Для визначення площі 
покриття піксела підраховують сумарну кількість субпікселів одного знаку. 

Запропонований метод дозволяє суттєво збільшити продуктивність 
антиаліайзингу за рахунок розпаралелення обчислювального процесу. 
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Abstract. When creating raster images, distortions occur due to the insufficient resolution of 

the raster. Artifacts appear in the images , one of the manifestations of which are pronounced steps 
or teeth on the edges of objects. This effect was called the step effect or the aliasing effect. The 
aliasing effect significantly affects the realism of the formed image, which necessitates the 
development of special methods and means of its elimination. 

The essence of the method is that the pixel is divided into subpixels, in the centers of each of 
which the evaluation function is calculated. All functions are calculated simultaneously and 
independently of each other. The sign of the evaluation function determines the position of the 
subpixel relative to the line segment. With a positive value, the subpixel is placed above the vector, 
and with a negative value - below. Using the same signs of the evaluation functions, it is easy to 
determine the areas of the pixel that are located on different sides of the line segment. To determine 
the coverage area of a pixel, the total number of subpixels of one character is calculated. 

The proposed method allows you to significantly increase the performance of anti-aliasing 
due to the parallelization of the computing process. 

Key words: graphic images, antialiasing, hexagonal pixel, line segment, parallelization, 
smoothing. 
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