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Анотація. У статті представлено теоретичні дослідження залізобетонних стержнів 
з урахуванням віброповзучості бетону. Розглянуто різні теорії віброповзучості та їх 
застосування до аналізу напружено-деформованого стану стержнів. Особливу увагу 
приділено матричним методам, які дозволяють ефективно розв'язувати задачі будівельної 
механіки залізобетону в канонічній формі. Наведено результати чисельних експериментів, які 
підтверджують адекватність розроблених методів. 

Ключові слова: віброповзучість, залізобетон, стержень, матричні методи, теорія 
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Вступ. 

Проблема віброповзучості бетону є актуальною для багатьох галузей 

будівництва, зокрема, при проектуванні споруд, що піддаються дії динамічних 

навантажень. Віброповзучість – це процес поступової деформації матеріалу під 

впливом циклічних навантажень, який може призвести до зниження міцності та 

довговічності конструкцій. 

Існує багато теорій віброповзучості бетону, кожна з яких має свої переваги 

та недоліки. Вибір робочої теорії залежить від конкретної задачі та доступної 

інформації про властивості матеріалу. 

Метою даної статті є представлення теоретичних досліджень 

залізобетонних стержнів з урахуванням віброповзучості бетону з використанням 

матричних методів. 

Теоретичні дослідження залізобетонних стержнів з урахуванням 

віброповзучості бетону. 
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Багато дослідників займалися розробкою теорії віброповзучості бетону, 

серед них: К. К. Шкербеліс, А. К. Малмейстер, О. Я. Берг, С. В. 

Олександрівський, В. Я. Багрій, В. М. Бондаренко, Т. С. Каранфілов, К. С. 

Карапетян, О. О. Гвоздєв, Ю. М. Кардовський, І. К. Білобров, Е. В. Чудутов, А. 

Я. Барашиков, О. Б. Голишев та інші. 

У даній роботі використовується теорія О. Р. Ржаніцина, яка принципово 

відрізняється від згаданих, оскільки спільно враховує сили інерції і повзучості. 

Згідно з цією теорією, рівняння повзучості має вигляд: 

𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑡𝑡) =  𝑝𝑝(𝑡𝑡)−𝑀𝑀𝑦̈𝑦(𝑡𝑡) + ∫ [𝑝𝑝(𝜏𝜏)−𝑀𝑀𝑦̈𝑦(𝜏𝜏)]𝐾𝐾(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0  (1) 

де 𝐾𝐾(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏) = 𝐸𝐸−𝐻𝐻
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑒𝑒−
𝐻𝐻(𝑡𝑡−𝜏𝜏)
𝑛𝑛𝑛𝑛  - ядро спадкових залежностей, 𝑀𝑀𝑦̈𝑦(𝑡𝑡) - інерційна сила, 

яка передається з боку маси. 

Точне розв'язання цього інтегро-диференційного рівняння (1) можливе 

лише для деяких окремих стержнів, а для їх систем розв'язання в замкнутому 

вигляді просто неможливе. Тому такий підхід зустрічатиме значні математичні 

труднощі при побудові методів будівельної механіки залізобетону в канонічній 

формі. З точки зору побудови розв'язку в канонічній формі, на наш погляд, 

перспективнішим є інший підхід, який розглянутий нами вже раніше і базується 

на експериментальних даних. 

Криві деформацій простої повзучості мають аффіноподібність до кривих 

деформацій простої віброповзучості при ρ= const. Використання принципу 

аффіноподобія дозволяє представити міру простої віброповзучості через міру 

простої повзучості: ),(),(),,,( τωωτγ tСHKHt в= . Це забезпечує 

використання відомих теорій повзучості для опису процесів віброповзучості, 

якщо вібраційні навантаження, що діють, мають гармонійний або майже 

гармонійний закон зміни в часі і відрізняються стаціонарними значеннями 

амплітуди Н і частоти ω. Віброповзучість виявляється при одночасній дії 

вібраційних і статичних навантажень і виражається в підвищеному зростанні 

деформацій повзучості конструкцій в часі. Розрахунок деформацій 

віброповзучості відрізняється від звичайного розрахунку лише введенням 
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коефіцієнта віброповзучості Кв до міри повзучості в рівняннях реології 

механічного стану матеріалів.  

Даний підхід застосовується до лінійних інтегральних рівнянь Вольтера 

другого роду у вигляді: 

𝐸𝐸0𝜀𝜀(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑡𝑡)𝜎𝜎(𝑡𝑡) + ∫ 𝜎𝜎(𝜏𝜏)𝐾𝐾вп(𝑡𝑡, 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡0

, 

𝐾𝐾вп(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) = 𝐾𝐾в𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) = −𝐾𝐾в
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜏𝜏

[𝑎𝑎(𝜏𝜏) + 𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝜏𝜏)] (2) 

Стержень з початковим прогином при динамічному стисненні 

В працях С. О. Слободянюка досліджено деформування симетрично 

армованого шарнірно-опертого залізобетонного стержня з початковим прогином 

при тривалому статичному навантаженні. Нами розглунено симетрично 

армований шарнірно-опертий залізобетонний стержень з початковим прогином 

при тривалому статичному навантаженні. На стержень діє одночасна дія 

постійної та змінної в часі t динамічної (вібраційної) стискаючої сили: 

𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝑃𝑃 + ∆𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)  (3) 

де Р - постійна частина сили, ΔP - амплітуда змінної частини сили, ω- кругова 

частота коливань сили. 

Диференціальне рівняння переміщення стержня приводиться до вигляду: 

𝐸𝐸0𝐼𝐼Б𝜆𝜆𝑦̈𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + Λ𝑃𝑃(𝑡𝑡)𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −𝑒𝑒(𝑥𝑥)Λ𝑃𝑃(𝑡𝑡) (4) 

Рівняння амплітуди прогину має вигляд: 

�𝐾𝐾 − Г𝜌𝜌(𝑡𝑡)�𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒0Г𝜌𝜌(𝑡𝑡)  (5) 

 

 
Рисунок 1 - Деформований стан стержня з початковим прогином 
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Рівняння для динамічної часової функції F(t) в операторній формі: 

[(1 − 𝜆𝜆)𝑉𝑉 + (𝜆𝜆 − 𝜌𝜌)Λ − ΛΔ𝜌𝜌(𝑡𝑡)]𝐹𝐹(𝑡𝑡) = (1 − 𝜌𝜌)Λ �1 + Δ𝜌𝜌
𝜌𝜌
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)� (6) 

Розв'язок задачі по теорії старіння 

У теорії старіння при постійному модулі пружності рівняння (6) 

приводиться до виду: 

�1 − Δ𝜌𝜌
1−𝜌𝜌

sin𝜔𝜔𝜔𝜔� 𝐹̇𝐹(𝜑𝜑) + �𝐾𝐾вп
𝜆𝜆−𝜌𝜌
1−𝜌𝜌

− Δ𝜌𝜌
1−𝜌𝜌

(𝜔𝜔 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝐾𝐾вп sin𝜔𝜔𝜔𝜔)� 𝐹𝐹(𝜑𝜑) = 𝐾𝐾вп +

Δ𝜌𝜌
𝜌𝜌

(𝜔𝜔 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝐾𝐾вп sin𝜔𝜔𝜔𝜔)(7) 

Розв'язок рівняння знайдемо методом прямого розкладання по малому 

параметру )()()()( 2
2

10 ϕρϕρϕϕ FFFF ∆+∆+= . 

 

Рисунок 2 -  Значення часових функцій F (φ) залежно від φ по ТС 

 

Диференціальне рівняння представлене для спадкової теорії старіння з 

урахуванням зростання модуля пружності бетону в часі: 

𝑘𝑘2(𝑡𝑡)𝐹̈𝐹(𝑡𝑡) − Δ𝜌𝜌𝐵𝐵2(𝑡𝑡)𝐹̈𝐹(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘2(𝑡𝑡)𝐹̇𝐹(𝑡𝑡)− Δ𝜌𝜌𝐵𝐵2(𝑡𝑡)𝐹̇𝐹(𝑡𝑡) + 

+𝜉𝜉𝜌𝜌𝑐𝑐(𝑡𝑡)𝐹𝐹(𝑡𝑡) − Δ𝜌𝜌𝐵𝐵𝑐𝑐(𝑡𝑡)𝐹𝐹(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑡𝑡) + Δ𝜌𝜌𝐵𝐵𝑐𝑐(𝑡𝑡)  (8) 

Застосувавши знову метод розкладання по малому параметру Δρ, 

враховуючи що для отримання точного рішення рівняння, можливо при умові 

γ1=γ2=γ3=γ: 
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𝐹𝐹0(𝑡𝑡) = 1 + 𝐹𝐹0(0)∫ 𝑒𝑒
−𝐴𝐴0𝐶𝐶0

(𝑡𝑡−𝑡𝑡0)−� 𝐴𝐴0𝛾𝛾𝐶𝐶0
−𝐵𝐵0𝐷𝐷0

�𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶0+𝐷𝐷0𝑒𝑒−𝛾𝛾𝛾𝛾

𝐶𝐶0+𝐷𝐷0𝑒𝑒−𝛾𝛾𝑡𝑡0
𝑡𝑡
𝑡𝑡0

𝑑𝑑𝑑𝑑 (9) 

де 𝐹̇𝐹(0) = 1−𝜆𝜆
1−𝜌𝜌

𝛾𝛾(𝜑𝜑1 + 𝜑𝜑2𝑒𝑒−𝛾𝛾𝛾𝛾)𝐾𝐾в, А0 = 𝛾𝛾 1−𝛾𝛾
1−𝜌𝜌

+ 𝛾𝛾𝛾𝛾(𝐾𝐾в𝜑𝜑1 + а), В0 =

𝜁𝜁(𝐾𝐾в𝛾𝛾𝜑𝜑3𝑒𝑒−𝛾𝛾𝑡𝑡0 + 𝐾𝐾в𝛾𝛾𝜑𝜑2 + (𝐾𝐾в − 2)𝛾𝛾𝜑𝜑3𝑒𝑒−𝛾𝛾𝑡𝑡0), С0 = 1−𝛾𝛾
1−𝜌𝜌

+ 𝜁𝜁𝜑𝜑1а, 𝐷𝐷0 = 𝜁𝜁𝜑𝜑3𝑒𝑒−𝛾𝛾𝑡𝑡0. 

Наступний розрахунок наближення зустрічає значні математичні труднощі, 

і виконати його розв’язок в замкнутому вигляді не представляється можливим. 

Тому розв’язок візьмемо наближене, у вигляді: F(t)≈F0(t). 

Практичне розв'язання тестової задачі нами було виконано трьома 

методами. Першим - методом малого параметра з використанням формули (9), 

другим - методом Рунге-Кутта четвертого порядку точності з комп'ютерною 

реалізацією в математичному пакеті «MathCad». Третім - методом початкових 

параметрів віброповзучості (МППВП). Результати їх розв’язання представлені 

на рис. 3 (віброповзучість) і рис. 4 (повзучість і віброповзучість). 

 
Рисунок 3 - Значення часових функцій F(t) в залежності від t (добу) по 

СТС: (───) - метод Рунге-Кутта, (- - - - -) - метод малого параметра, 

(─ ─ ─ ─) - матричний метод МППВП (віброповзучість) 

 

Як видно з рисунків 3 і 4, графіки зростання динамічної часової функції FД 

(t) в залежності від часу t (добу) для стержня з початковим прогином, обчислені 

за трьома незалежними методами, практично повністю збіглися. Граничне, 

найбільше значення її склало FД (500) = 4,85 для методу Рунге-Кутта і FД (500) = 

4,95 для МППВП, тобто помилка склала всього 2%. Результати повністю 
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збіглися цими трьома методами для статичної часової функції Fст (t). Граничне, 

найбільше значення її склало Fст (500) = 3. Також аналіз результатів показує, що 

динамічна часова функція (віброповзучості) на межі перевищила статичну 

(повзучості) на 65% при коефіцієнті віброповзучості Кв = 2. Збіг результатів 

свідчить про коректність отриманих розв’язків. 

 

Рисунок 4 - Значення часових функцій F(t) в залежності від t по СТС 

 

Висновки. 

У статті представлено теоретичні дослідження залізобетонних стержнів з 

урахуванням віброповзучості бетону. Інтегральне рівняння лінійної теорії 

повзучості може бути представлене в матричній формі початкових параметрів 

повзучості з використанням ряду Тейлора поліпшеної збіжності. Модифікований 

метод початкових параметрів повзучості дозволяє уникнути необхідності 

розгляду інтегро-диференціальних рівнянь повзучості, зводячи розрахунки до 

матричних процедур. На основі модифікованого метода початкових параметрів 

повзучості побудовано метод для теорії віброповзучості бетону. Розроблено 

матричні методи, які дозволяють ефективно розв'язувати задачі будівельної 

механіки залізобетону в канонічній формі. Результати чисельних експериментів 

підтверджують адекватність розроблених методів. Розв’язана задача 

віброповзучості стиснутих залізобетонних стержнів по теорії старіння і 

спадковій теорії старіння. 
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Abstract. The paper presents theoretical studies of reinforced concrete rods with consideration 

of concrete vibro-creep. Various theories of vibro-creep and their application to the analysis of the 
stress-strain state of rods are considered. Particular attention is paid to matrix methods, which allow 
solving the problems of structural mechanics of reinforced concrete in the canonical form. The results 
of numerical experiments are presented to confirm the adequacy of the developed methods. 
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